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Projeto de Algoritmos — Cap.9 Problem&sP-Completo e Algoritmos Aproximados

Introducao

e Problemas intrataveis ou dificeis sao comuns
na natureza e nas areas do conhecimento.

e Problemas “faceis”: resolvidos por algoritmos
polinomiais.

e Problemas “dificeis”. somente possuem
algoritmos exponenciais para resolvé-los.

e A complexidade de tempo da maioria dos
problemas € polinomial ou exponencial.

e Polinomial : funcdo de complexidade e
O(p(n)), em que p(n) € um polindbmio.

— Ex.: algoritmos com pesquisa binaria
(O(logn)), pesquisa sequencial (O(n)),
ordenacao por insercdo (O(n?)), e
multiplicacdo de matrizes (O(n?)).

e Exponencial : funcdo de complexidade é
O(c"), ¢ > 1.
— EX.: problema do caixeiro-viajante
(PCV) (O(n!)).
— Mesmo problemas de tamanho pequeno a

moderado nao podem ser resolvidos por
algoritmos nao-polinomiais.
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Problemas ANP-Completo

e A teoria de complexidade a ser apresentada
nao mostra como obter algoritmos polinomiais
para problemas que demandam algoritmos
exponenciais, nem afirma que n&o existem.

e E possivel mostrar que os problemas para o0s
guais nao ha algoritmo polinomial conhecido
sao computacionalmente relacionados.

e Formam a classe conhecida como NP.

e Propriedade: um problema da classe N'P
podera ser resolvido em tempo polinomial se
e somente se todos 0s outros problemas em
NP também puderem.

e Este fato € um indicio forte de que dificilmente
alguém sera capaz de encontrar um algoritmo
eficiente para um problema da classe N'P.
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Classe NP - Problemas “Sim/N&ao”

e Para o estudo tedrico da complexidade de
algoritmos considera-se problemas cujo
resultado da computacao seja “sim” ou “nao”.

e Versao do Problema do Caixeiro-Viajante
(PCV) cujo resultado é do tipo “sim/n&ao™:

— Dados: uma constante £, um conjunto de

cidades C' = {¢;, o, -+, ¢, } € uMa
distancia d(c;, ¢;) para cada par de cidades
¢, c; € C.

— Questéao: Existe um “roteiro” para todas as
cidades em (' cujo comprimento total seja
menor ou igual a k?

e Caracteristica da classe N'P: problemas
“sim/n&o0” para os quais uma dada solucéao
pode ser verificada facilmente.

e A solucao pode ser muito dificil ou impossivel
de ser obtida, mas uma vez conhecida ela
pode ser verificada em tempo polinomial.
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Caminho em um Grafo

e Considere um grafo com peso nas arestas,
dois vertices 7, 7 e um inteiro k£ > 0.

e Facil: Existe um caminho de 7 até j com peso
< k2.

— Ha um algoritmo eficiente com
complexidade de tempo O(Alog V'), sendo
A o0 numero de arestas e V 0 numero de
vértices (algoritmo de Dijkstra).

e Dificil: Existe um caminho de : até j com
peso > k?

— N3&o existe algoritmo eficiente. E
equivalente ao PCV em termos de
complexidade.
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Coloracao de um Grafo

e Emumgrafo G = (V, A), mapear C' : V — S,
sendo S um conjunto finito de cores tal que se
vw € A entao c(v) # c(w) (vertices adjacentes
possuem cores distintas).

e O numero cromético X (G) de G é o menor
numero de cores necessario para colorir G,
ISto €, 0 menor k£ para o qual existe uma
coloragéo C' para G e |C(V)| = k.

e O problema é produzir uma coloracao 6tima,
que é a que usa apenas X (G) cores.

e Formulacao do tipo “sim/ndo”. dados GG e um
Inteiro positivo k, existe uma coloracao de G
usando & cores?

— Facil: £ = 2.
— Dificil: £ > 2.
e Aplicacado: modelar problemas de

agrupamento (clustering) e de horario
(scheduling).
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Coloracao de um Grafo - Otimizacao
de Compiladores

e Escalonar o uso de um numero finito de
registradores (idealmente com o numero
minimo).

e No trecho de programa a ser otimizado, cada
variavel tem intervalos de tempo em que seu
valor tem de permanecer inalterado, como
depois de inicializada e antes do uso final.

e Variaveis com intersecédo nos tempos de vida
util ndo podem ocupar 0 mesmo registrador.

e Modelagem por grafo: vértices representam
variaveis e cada aresta liga duas variaveis
gue possuem intersecao nos tempos de vida.

e Coloracéo dos vértices: atibui cada variavel a
um agrupamento (ou classe). Duas variaveis
com a mesma cor nao colidem, podendo
assim ser atribuidas ao mesmo registrador.
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Coloracao de um Grafo - Otimizacao
de Compiladores

e Evidentemente, ndo existe conflito se cada
vertice for colorido com uma cor distinta.

e O objetivo porem €& encontrar uma coloracao
usando o minimo de cores (computadores
tém um numero limitado de registradores).

e NUmero cromatico : menor numero de cores
suficientes para colorir um grafo.
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Coloracao de um Grafo - Problema de
Horario

e Suponha que os exames finais de um curso
tenham de ser realizados em uma unica
semana.

e Disciplinas com alunos de cursos diferentes
devem ter seus exames marcados em
horarios diferentes.

e Dadas uma lista de todos os cursos e outra
lista de todas as disciplinas cujos exames nao
podem ser marcados no mesmo horario, o
problema em gquestao pode ser modelado
como um problema de coloracao de grafos.
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Ciclo de Hamilton

e Ciclo de Hamilton : ciclo simples (passa por
todos os veértices uma unica vez).

e Caminho de Hamilton : caminho simples
(passa por todos os vértices uma unica vez).

e Exemplo de ciclo de Hamilton: 014 2 3 0.
Exemplo de caminho de Hamilton: 014 2 3.

e Existe um ciclo de Hamilton no grafo G?

— Facil: Grafos com grau maximo = 2
(vertices com no maximo duas arestas
incidentes).

— Dificil: Grafos com grau > 2.

e E um caso especial do PCV. Pares de
vertices com uma aresta entre eles tem
distancia 1 e pares de vertices sem aresta
entre eles tém distancia infinita.
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Cobertura de Arestas

e Uma cobertura de arestas de um grafo
G = (V, A) € um subconjunto A’ C Ade k
arestas tal que todo v € V' é parte de pelo
menos uma aresta de A'.

e O conjunto resposta para k =4 e
A"=1{(0,3),(2,3),(4,6),(1,5)}.

e Uma cobertura de vertices €& um
subconjunto V' C V tal que se (u,v) € A
entdouw € V' ouwv € V’, isto €, cada aresta do
grafo é incidente em um dos veértices de V.

e Na figura, o conjunto resposta é V' = {3,4, 5},
para k = 3.

e Dados um grafo e um inteiro k£ > 0
— Facil: ha uma cobertura de arestas < k7.
— Dificil: hd uma cobertura de vertices < k?
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Algoritmos Nao-Deterministas

e Algoritmos deterministas : o resultado de
cada operacao é definido de forma unica.

e Em um arcabouco tedrico, € possivel remover
essa restricao.

e Apesar de parecer irreal, este € um conceito
Importante e geralmente utilizado para definir
a classe N'P.

e Neste caso, 0s algoritmos podem conter
operacodes cujo resultado nao e definido de
forma Unica.

e Algorimo nao-determinista : capaz de
escolher uma dentre as varias alternativas
possiveis a cada passo.

e Algoritmos nao-deterministas contém
operacoes cujo resultado n&o € unicamente
definido, ainda que limitado a um conjunto
especificado de possibilidades.
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Funcao escolhe(C)

e Algoritmos nao-deterministas utilizam uma
funcao escolhe(C), que escolhe um dos
elementos do conjunto C de forma arbitraria.

e O comando de atribuicao X « escolhe (1:n)
pode resultar na atribuicao a X de qualquer
dos inteiros no intervalo [1, n].

e A complexidade de tempo para cada
chamada da funcéo escolhe é O(1).

e Neste caso, nao existe nenhuma regra
especificando como a escolha é realizada.

e Se um conjunto de possibilidades levam a
uma resposta, este conjunto € escolhido
sempre e o algoritmo terminara com sucesso.

e Em contrapartida, um algoritmo
nao-determinista termina sem sucesso se e
somente se nao ha um conjunto de escolhas
gue indigue sucesso.
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Comandos sucesso e Insucesso

e Algoritmos nao-deterministas utilizam
também dois comandos, a saber:

— insucesso: indica término sem sucesso.
— sucesso: indica término com sucesso.
e Os comandos insSucesso e sucesso sao

usados para definir uma execucéao do
algoritmo.

e Esses comandos sao equivalentes a um
comando de parada de um algoritmo
determinista.

e Os comandos insucesso e sucesso também
tém complexidade de tempo O(1).
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Maquina Nao-Determinista

e Uma maquina capaz de executar a funcao
escolhe admite a capacidade de
computacao nao-determinista

e Uma maquina ndo-determinista é capaz de
produzir copias de si mesma quando diante
de duas ou mais alternativas, e continuar a
computacao independentemente para cada
alternativa.

e A maquina nao-determinista que acabamos
de definir ndo existe na pratica, mas ainda
assim fornece fortes evidéncias de que certos
problemas néo podem ser resolvidos por
algoritmos deterministas em tempo
polinomial, conforme mostrado na definicao
da classe N'P-completo a frente.
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Pesquisa Nao-Determinista

e Pesquisar o elemento x em um conjunto de
elementos Al : n|, n > 1.

void pesquisaND (x, A, 1, n) {
| <« escolhe (A, 1, n);
iIf (A[j] == X) sucesso; else insucesso;

e Determina um indice j tal que A|[j| = x para
um término com Sucesso ou entao insucesso
guando x nao esta presente em A.

e O algoritmo tem complexidade
ndo-determinista O(1).

e Para um algoritmo determinista a
complexidade é O(n).
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Ordenacao Nao-Determinista

e Ordenar um conjunto A[1 : n] contendo n
Inteiros positivos, n > 1.

void ordenaND (A, 1, n) {
for (int i =1;i<=n; i++)B[i] = 0;
for (int i =1; 1 <=n; i++){
j «— escolhe (A, 1, n);
if (B[j] ==0)BJ[j] =A[i]; else insucesso;

e Um vetor auxiliar B[1:n] & utilizado. Ao final, B
contém o conjunto em ordem crescente.

e A posicao correta em B de cada inteiro de A
é obtida de forma n&o-determinista pela
funcéao escolhe.

e Em seguida, o comando de decisao verifica
se a posicao BJj] ainda né&o foi utilizada.

e A complexidade é O(n). (Para um algoritmo
determinista a complexidade € O(nlogn))
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Problema da Satisfabilidade

e Considere um conjunto de variaveis
booleanas =z, x,,---,x,, que podem assumir
valores logicos verdadeiro ou falso.

e A negacao de x; € representada por ;.

e Expressao booleana: variaveis booleanas e
operacoes ou (V) e e (A). (tambéem chamadas
respectivamente de adicao e multiplicacao).

e Uma expressao booleana E contendo um
produto de adicOes de variaveis booleanas é
dita estar na forma normal conjuntiva

e Dada F na forma normal conjuntiva, com
variaveis r;, 1 <i < n, existe uma atribuicao
de valores verdadeiro ou falso as variaveis
gue torne E verdadeira (“satisfaca”)?

o E1 = (56'1 \/33'2) A\ ($1 \/SC_3VZC2> A\ ($3) é
satisfativel (xr1 = F, 2o =V, 23 = V).

e A expressao F, = x; A T1 hao é satisfativel.
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Problema da Satisfabilidade

e O algoritmo avalND(E,n) verifica se uma
expressao E na forma normal conjuntiva, com
variaveis r;, 1 < i < n, é satisfativel.

void avalND (E, n) {
for (int i =1; 1 <=n; i++){
x; «— escolhe (true , false);
if (E(xy,22,---,x,) == true ) sucesso; else insucesso;

e O algoritmo obtém uma das 2" atribuicoes
possiveis de forma ndo-determinista em O(n).

e Melhor algoritmo determinista: O(2").

e Aplicacao: definicdo de circuitos elétricos
combinatorios que produzam valores l6gicos
como saida e sejam constituidos de portas
l0gicas e, ou e nao.

e Neste caso, 0 mapeamento e direto, pois o
circuito pode ser descrito por uma expressao
l0gica na forma normal conjuntiva.
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Caracterizacdo das Classes P e NP

e . conjunto de todos os problemas que
podem ser resolvidos por algoritmos
deterministas em tempo polinomial.

e NP: conjunto de todos os problemas que
podem ser resolvidos por algoritmos
nao-deterministas em tempo polinomial.

e Para mostrar que um determinado problema
esta em NP, basta apresentar um algoritmo
nao-determinista que execute em tempo
polinomial para resolver o problema.

e Outra maneira € encontrar um algoritmo
determinista polinomial para verificar que uma
dada solucao e valida.
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Existe Diferenca entre P e N'P?

e P C NP, pois algoritmos deterministas sao
um caso especial dos nao-deterministas.

e Aquestaio ése P = NP ouP #NP.

e Esse € 0 problema nao resolvido mais famoso
gue existe na area de ciéncia da computacéao.

e Se existem algoritmos polinomiais
deterministas para todos os problemas em
NP, entdo P = NP.

e Em contrapartida, a prova de que P # NP
parece exigir tecnicas ainda desconhecidas.

e Descricao tentativa do mundo NP:

O

e Acredita-se que NP >> P, pois para muitos
problemas em NP, ndo existem algoritmos
polinomiais conhecidos, nem um limite
Inferior ndo-polinomial  provado.

NP
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NP > Pou NP =P?-Conseqliéncias

e Muitos problemas praticos em AP podem ou
nao pertencer a P (ndo conhecemos nenhum
algoritmo determinista eficiente para eles).

e Se conseguirmos provar que um problema
nao pertence a P, entao temos um indicio de
que esse problema pertence a NP e que
esse problema é tao dificil de ser resolvido
quanto outros problemas NP.

e Como nao existe tal prova, sempre ha
esperanca de que alguém descubra um
algoritmo eficiente.

e Quase ninguém acredita que NP = P.

e EXxiste um esforco consideravel para provar o
contrario, mas a questao continua em aberto!
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Transformacao Polinomial

e Sejam II; e II, dois problemas “sim/nao”.
e Suponha que um algoritmo A, resolva II,.

e Se for possivel transformar IT, em II; e a
solucao de II, em solucao de II;, entao A,
pode ser utilizado para resolver I1;.

e Se pudermos realizar as transformacoes nos
dois sentidos em tempo polinomial, entéao II,;
é polinomialmente transformavel em I1,.

Dados Dados Solugdo Solucdo
————>

de TT, T de TT, T para TT, T para TT,

Transformacado Algoritmo A Transformacdo
Polinomial Polinomial

e Esse conceito é importante para definir a
classe N'P-completo.

e Para apresentar um exemplo de
transformacéao polinomial vamos necessitar
das definicbes de conjunto independente de
vértices e cligue de um grafo.
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Conjunto Independente de Vertices de
um Grafo

e O conjunto independente de vertices de um
grafo G = (V, A) é constituido do subconjunto
VICV,talquev,w e V' = (v,w) ¢ A.

e Todo par de vértices de V' € nao adjacente
(V' € um subgrafo totalmente desconectado).

e Exemplo de cardinalidade 4: V' = {0,2,1,6}.
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Conjunto Independente de Vertices -
Aplicacao

e Em problemas de dispersao é necessario
encontrar grandes conjuntos independentes
de vértices. Procura-se um conjunto de
pontos mutuamente separados.

e Exemplo: identificar localizacOes para
Instalacéo de franquias.

e Duas localizacdes ndo podem estar perto o
suficiente para competir entre si.

e Solucao: construir um grafo em que possiveis
localizacOes séo representadas por vertices,
e arestas sao criadas entre duas localizacoes
gue estao proximas o suficiente para interferir.

e O maior conjunto independente fornece o
maior numero de franquias que podem ser
concedidas sem prejudicar as vendas.

e Em geral, cunjuntos independentes evitam
conflitos entre elementos.
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Clique de um grafo

e Cligue de um grafo G = (V, A) é constituido
do subconjunto V' C V, tal que
v,w eV = (v,w) € A.

e Todo par de vértices de V' é adjacente (V' é
um subgrafo completo).

e Exemplo de cardinalidade 3: V' = {3,1,4}.
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Cligue de um grafo - Aplicacao

e O problema de identificar agrupamentos de
objetos relacionados freqlientemente se
reduz a encontrar grandes cliques em grafos.

e Exemplo: empresa de fabricacéo de pecas
por meio de injecao plastica que fornece para
diversas outras empresas montadoras.

e Para reduzir o custo relativo ao tempo de
preparacao das maquinas injetoras, pode-se
aumentar o tamanho dos lotes produzidos
para cada peca encomendada.

e E preciso identificar os clientes que adquirem
0S mesmos produtos, para negociar prazos
de entrega comuns e assim aumentar o
tamanho dos lotes produzidos.

e Solucao: construir um grafo com cada vértice
representando um cliente e ligar com uma
aresta os que adquirem os mesmos produtos.

e Um cligue no grafo representa o conjunto de
clientes que adquirem os mesmos produtos.
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Transformacao Polinomial

e Considere II; o problema clique e 11, o
problema conjunto independente de vértices.

e Ainstancia I de clique consiste de um grafo
G = (V,A) eum inteiro k > 0.

e Ainstancia f(I) de conjunto independente
pode ser obtida considerando-se o grafo
complementar G de G e 0 mesmo inteiro k.

e f(I) €& uma transformagé&o polinomial:

1. G pode ser obtido a partir de G em tempo
polinomial.

2. (G possui cligue de tamanho > £k se e
somente se G possui conjunto
independente de vértices de tamanho > k.
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Transformacao Polinomial

e Se existe um algoritmo que resolve o conjunto
Independente em tempo polinomial, ele pode
ser utilizado para resolver cligue também em
tempo polinomial.

e Diz-se que cligue « conjunto independente.

e Denota-se II; « I, para indicar que II; é
polinomialmente transformavel em I1,.

e Arelacao « é transitiva (II; o< II, e
HQ X H3 = Hl X H3)
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Problemas AN P-Completo e NP-Dificil

e Dois problemas II; e I, sao
polinomialmente equivalentes see
somente se II; « II; e II, o< 11;.

e Exemplo: problema da satisfabilidade. Se
SAT < II; e II; o Il,, entao SAT  IL,.

e Um problema IT é N'P-dificil se e somente se
SAT  1I (satisfabilidade é redutivel a II).

e Um problema de decisao II € denominado
NP-completo quando:
1. 1 € NP;.

2. Todo problema de decisao II' €
NP-completo satisfaz II" o II.
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Problemas AN P-Completo e NP-Dificil

e Um problema de deciséao II que seja
N P-dificil pode ser mostrado ser
N'P-completo exibindo um algoritmo
nao-determinista polinomial para II.

e Apenas problemas de deciséo (“sim/nao”)
podem ser N"’P-completo.

e Problemas de otimizacao podem ser
N P-dificil, mas geralmente, se II; € um
problema de deciséo e I, um problema de
otimizacao, € bem possivel que 11; o II,.

e A dificuldade de um problema N P-dificil ndo
é menor do que a dificuldade de um problema
NP-completo.
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Exemplo - Problema da Parada

e E um exemplo de problema N P-dificil que
ndo é N'P-completo.

e Consiste em determinar, para um algoritmo
determinista qualquer A com entrada de
dados E, se o algoritmo A termina (ou entra
em um loop infinito).

e E um problema indecidivel . N&o ha algoritmo
de qualquer complexidade para resolvé-lo.
e Mostrando que SAT « problema da parada:

— Considere o algoritmo A cuja entrada é
uma expressao booleana na forma normal
conjuntiva com n variaveis.

— Basta tentar 2™ possibilidades e verificar
se F é satisfativel.

— Se for, A para; senao, entra em loop.

— Logo, o problema da parada é N P-dificil,
mas nao é N'P-completo.
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Teorema de Cook

e Existe algum problema em NP tal que se ele
for mostrado estar em P, implicaria P = N'P?

e Teorema de Cook: Satisfabilidade (SAT) esta
em P se e somente se P = NP.

e Ou seja, se existisse um algoritmo polinomial
determinista para satisfabilidade, entao todos
0s problemas em NP poderiam ser
resolvidos em tempo polinomial.

e A prova considera os dois sentidos:

1. SAT esta em NP (basta apresentar um
algoritmo nao-determinista que execute
em tempo polinomial). Logo, se P = NP,
entao SAT esta em P.

2. Se SAT estaem P, entdo P = NP. A
prova descreve como obter de qualquer
algoritmo polinomial nao determinista de
deciséo A, com entrada E, uma formula
Q(A, E) de modo que @ é satisfativel se e
somente se A termina com sucesso para
E. O tempo necessario para construir () é
O(p?*(n)log(n)), em que n é o tamanho de
FE e p(n) é a complexidade de A.
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Prova do Teorema de Cook

e A prova, bastante longa, mostra como
construir () a partirde Ae E.

e A expressao booleana () € longa, mas pode
ser construida em tempo polinomial no
tamanho de FE.

e Prova usa definicao matematica da Maquina
de Turing ndo-determinista (MTND), capaz
de resolver qualquer problema em NP.

— incluindo uma descricdo da maquina e de
como instrucoes sao executadas em
termos de férmulas booleanas.

e Estabelece uma correspondéncia entre todo
problema em NP (expresso por um programa
na MTnd) e alguma instancia de SAT.

e Uma instancia de SAT corresponde a
traducéo do programa em uma férmula
booleana.

e A solucao de SAT corresponde a simulacéo
da maquina executando o programa em cima
da formula obtida, o que produz uma solucao
para uma instancia do problema inicial dado.
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Prova de que um Problema é
N'P-Completo

e SA0 necessarios 0s seguintes passos:
1. Mostre que o problema esta em NP.

2. Mostre que um problema N P-completo
conhecido pode ser polinomialmente
transformado para ele.

e E possivel porque Cook apresentou uma
prova direta de que SAT é N'P-completo,
além do fato de a reducao polinomial ser
transitiva (SAT « I1; & I} < 11, =
SAT x II).

e Para ilustrar como um problema II pode ser
provado ser N'P-completo, basta considerar
um problema ja provado ser N'P-completo e
apresentar uma reducéao polinomial desse
problema para II.
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PCV é N'P-completo - Parte 1 da Prova

e Mostrar que o Problema do Caixeiro-Viajante
(PCV) esta em NP.

e Prova a partir do problema ciclo de
Hamilton , um dos primeiros que se provou
ser N'P-completo.

e ISso pode ser feito:

— apresentando (como abaixo) um algoritmo
nao-determinista polinomial para o PCV ou

— mostrando que, a partir de uma dada
solucao para o PCV, esta pode ser
verificada em tempo polinomial.

void PCVND() {

| =1;

for (int t =1;t<=v,; t++){
j « escolhe(i, lista_adj(i));
antecessor[j] = i;

}
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PCV é N'P-completo - Parte 2 da Prova

e Apresentar uma reducao polinomial do ciclo
de Hamilton para o PCV.

e Pode ser feita conforme o exemplo abaixo.

e Dado um grafo representando uma instancia
do ciclo de Hamilton, construa uma instancia
do PCV como se segue:

1. Para cidades use o0s vértices.
2. Para distancias use 1 se existir um arco no
grafo original e 2 se nao existir.

e A seguir, use o PCV para achar um roteiro
menor ou igual a V.

e O roteiro é o ciclo de Hamilton.
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Classe N P-Intermediaria

e Segunda descri¢do tentativa do mundo NP,
assumindo P # NP.

&

e EXiste uma classe intermediaria entre P e
NP chamada NPZ.

NP

NPI

e NPZ seria constituida por problemas nos
guais ninguém conseguiu uma reducéao
polinomial de um problema NP-completo
para eles, onde N'PZ = NP -

(P U N'P-completo).
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Membros Potenciais de NPT

e Isomorfismo de grafos: Dados G = (V, F) e
G' = (V,E'), existe uma fungéo f : V — V/, tal
que (u,0) € E & (f(u), f(v)) € E'?

— Isomorfismo & o problema de testar se
dois grafos sao o mesmo.

— Suponha que seja dado um conjunto de
grafos e que alguma operacao tenha de
ser realizada sobre cada grafo.

— Se pudermos identificar quais grafos sao
duplicatas, eles poderiam ser descartados
para evitar trabalho redundante.

e NUmeros compostos: Dado um inteiro
positivo k, existem inteiros m,n > 1 tais que
k= mn?

— Principio da criptografia RSA: é facil
encontrar numeros primos grandes, mas
dificil fatorar o produto de dois deles.
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Classe N'P-Completo - Resumo

e Problemas que pertencem a N'P, mas que
podem ou n&o pertencer a P.

e Propriedade: se qualquer problema
NP-completo puder ser resolvido em tempo
polinomial por uma maquina determinista,
entao todos os problemas da classe podem,
isto é, P = NP.

e A falha coletiva de todos os pesquisadores
para encontrar algoritmos eficientes para
estes problemas pode ser vista como uma
dificuldade para provar que P = N'P.

e Contribuic&o pratica da teoria: fornece um
mecanismo gue permite descobrir se um
novo problema é “facil” ou “dificil”.

e Se encontrarmos um algoritmo eficiente para
0 problema, entdo n&ao ha dificuldade. Senéao,
uma prova de que o problema é
NP-completo nos diz que o problema é téo
“dificil” quanto todos os outros problemas
“dificeis” da classe NP-completo.
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Problemas Exponenciais

e E desejavel resolver instancias grandes de
problemas de otimizacdo em tempo razoavel.

e Os melhores algoritmos para problemas
NP-completo tém comportamento de pior
caso exponencial no tamanho da entrada.

e Para um algoritmo que execute em tempo
proporcional a 2%V, ndo é garantido obter
resposta para todos os problemas de
tamanho N > 100.

¢ Independente da velocidade do computador,
ninguém poderia esperar por um algoritmo
que leva 2'% passos para terminar sua tarefa.

e Um supercomputador poderia resolver um
problema de tamanho N = 50 em 1 hora, ou
N =51 em 2 horas, ou N =59 em um ano.

e Mesmo um computador paralelo contendo um
milhao de processadores, (sendo cada
processador um milhao de vezes mais rapido
gue o melhor processador que possa existir)
nao seria suficiente para chegar a N = 100.
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O Que Fazer para Resolver Problemas
Exponenciais?

e Usar algoritmos exponenciais “eficientes”
aplicando técnicas de tentativa e erro.

e Usar algoritmos aproximados. Acham uma
resposta que pode nao ser a solucao 6tima,
mas € garantido ser proxima dela.

e Concentrar no caso médio. Buscar algoritmos
melhores que outros neste quesito e que
funcionem bem para as entradas de dados
gue ocorrem usualmente na pratica.

— EXistem poucos algoritmos exponenciais
gue s&o muito Uteis na pratica.

— Exemplo: Simplex (programacao linear).
Complexidade de tempo exponencial no
pior caso, mas muito rapido na pratica.

— Tais exemplos sao raros. A grande maioria
dos algoritmos exponenciais conhecidos
nao € muito util.
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Ciclo de Hamilton - Tentativa e Erro

e EX.: encontrar um ciclo de Hamilton em um
grafo.

e Obter algoritmo tentativa e erro a partir de
algoritmo para caminhamento em um grafo.

e O algoritmo para caminhamento em um grafo
faz uma busca em profundidade no grafo em
tempo O(|V] + |A]).
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Ciclo de Hamilton - Tentativa e Erro

package cap9;
import cap7.matrizadj.Grafo;
public class BuscaEmProfundidade {
private int d[];
private Grafo grafo;
public BuscaEmProfundidade (Grafo grafo) {
this .grafo = grafo; int n = this .grafo.numVertices();
d =rew int [n]; }
private int visita (int u, int tempo) {
this .d[u] = ++tempo;
if (!'this .grafo.listaAdjVazia (u)) {
Grafo.Aresta a = this .grafo.primeiroListaAdj (u);
while (a !'= null ) {
int v=a.v2 ();
if (this .d[v] == 0) tempo = this .visita (v, tempo);
a = this .grafo.proxAdj (u);}
}
return tempo;
}
public void buscaEmProfundidade () {
int tempo = O;
for (int u = 0; u < grafo.numVertices (); u++)
this .d[u] = 0O;
this . visita (0, tempo);
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Ciclo de Hamilton - Tentativa e Erro

e O método wvisita, quando aplicado ao grafo
abaixo a partir do vértice 0, obtéem o caminho
0124356, oqual ndo € um ciclo simples.

112|345
01

1 1|2

2

3 1
4 2|1
5

e Para encontrar um ciclo de Hamilton, caso
exista, devemos visitar os vértices do grafo de
outras maneiras.

e A rigor, o melhor algoritmo conhecido resolve
0 problema tentando todos os caminhos
possiveis.
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Ciclo de Hamilton - Tentando Todas as
Possibilidades

e Para tentar todas as possibilidades, vamos
alterar o método Visita.

e Desmarca o vértice ja visitado no caminho
anterior e permite que seja visitado
novamente em outra tentativa.

private int visita (int u, int tempo) {
this .d[u] = ++tempo;
if (!'this .grafo.listaAdjVazia (u)) {
Grafo.Aresta a = this .grafo.primeiroListaAdj (u);
while (a !'= null ) {
int v=a.v2 ();
if (this .d[v] == 0) tempo = this .visita (v, tempo);
a = this .grafo.proxAdj (u);}
}
tempo——; this .d[u] = O;
return tempo;

e O custo € proporcional ao numero de
chamadas para o meétodo Visita.

e Para um grafo completo, (arestas ligando
todos os pares de nos) existem N! ciclos
simples. Custo é proibitivo.
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Ciclo de Hamilton - Tentando Todas as
Possibilidades

e Para o grafo

A arvore de caminhamento é:

(0
(D) (5) (&)

(2) (3) (4) (3) (4) (4)

(4) (4) @G () (J @O @ & B
BEO®Q®O® GG @ W W@EO@EOLO @EOLOLEE)
OO (2(e) OO006 @@ 60B® O

®
® &

e EXistem duas respostas: 05312460e
06421350.
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Ciclo de Hamilton - Tentativa e Erro
com Poda

e Diminuir numero de chamadas a Visita
fazendo “poda” na arvore de caminhamento.

e No exemplo anterior, cada ciclo € obtido duas
vezes, caminhando em ambas as direcoes.

e Insistindo que o0 no 2 apareca antes do O e do
1, nao precisamos chamar Visita parao no 1
a Nao ser que o no 2 ja esteja no caminho.

e Arvore de caminhamento obtida:
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Ciclo de Hamilton - Tentativa e Erro
com Poda

e Entretanto, esta técnica ndo é sempre
possivel de ser aplicada.

e Suponha que se queira um caminho de custo
minimo que nao seja um ciclo e passe por
todos os veértices: 06 45 3 1 2 é solucao.

e Neste caso, a tecnica de eliminar simetrias
nao funciona porgue nao sabemaos a priori se
um caminho leva a um ciclo ou nao.
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Ciclo de Hamilton - Branch-and-Bound

e Outra saida para tentar diminuir o nimero de
chamadas a Visita € por meio da técnica de
branch-and-bound.

e A ideia é cortar a pesquisa tao logo se saiba
gue néo levarad a uma solucéao.

e Corta chamadas a Visita tao logo se chegue a
um custo para qualquer caminho que seja
maior que um caminho solucéo ja obtido.

e Exemplo: encontrando 053 1 2 4 6, de custo
11, nao faz sentido continuar no caminho O 6
4 1, de custo 11 também.

e Neste caso, podemos evitar chamadas a
Visita se 0 custo do caminho corrente for
maior ou igual ao melhor caminho obtido até
0 momento.
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Heuristicas para Problemas
N'P-Completo

e Heuristica : algoritmo que pode produzir um
bom resultado (ou até a solucao 6tima), mas
pode também n&o obter solucédo ou obter
uma distante da otima.

e Uma heuristica pode ser determinista ou
probabilistica.

e Pode haver instancias em que uma heuristica
(probabilistica ou ndo) nunca vai encontrar
uma solucéao.

e A principal diferenca entre uma heuristica
probabilistica e um algoritmo Monte Carlo é
gue o algoritmo Monte Carlo tem que
encontrar uma solucéo correta com uma certa
probabilidade (de preferéncia alta) para
gualguer instancia do problema.
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Heuristica para o PCV

e Algoritmo do vizinho mais proximo, heuristica
gulosa simples:

1. Inicie com um vértice arbitrario.

2. Procure o vértice mais proximo do ultimo
vertice adicionado que n&o esteja no
caminho e adicione ao caminho a aresta
gue liga esses dois vertices.

3. Quando todos os vertices estiverem no
caminho, adicione uma aresta conectando
0 Vértice inicial e o ultimo vértice
adicionado.

e Complexidade: O(n?), sendo n 0 nimero de
cidades, ou O(d), sendo d o conjunto de
distancias entre cidades.

e Aspecto negativo: embora todas as arestas
escolhidas sejam localmente minimas, a
aresta final pode ser bastante longa.
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Heuristica para o PCV

112 |3 |4]| 5
0(3[10 (111|725
1 8 |12 9|26
2 9 (4|20
3 5115
4 18

e Caminho otimo para esta instancia: 0125 3
4 0 (comprimento 58).

e Para a heuristica do vizinho mais proximo, se
Iniciarmos pelo vertice 0, o vértice mais
proximo é o 1 com distancia 3.

e A partir do 1, o mais proximo € o 2, a partir do
2 0 mais proximo € o 4, a partir do 4 o mais
proximo € o 3, a partirdo 3restamo 5e o 0.

e O comprimento do caminho0124350 ¢ 60.
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Heuristica para o PCV

e Embora o algoritmo do vizinho mais proximo
nao encontre a solucao otima, a obtida esta
bem préxima do otimo.

e Entretanto, é possivel encontrar instancias
em que a solucao obtida pode ser muito ruim.

e Pode mesmo ser arbitrariamente ruim, uma
vez que a aresta final pode ser muito longa.

e E possivel achar um algoritmo que garanta
encontrar uma solucao que seja
razoavelmente boa no pior caso, desde que a
classe de instancias consideradas seja
restrita.



Projeto de Algoritmos — Cap.9 Problem&sP-Completo e Algoritmos Aproximados — Segdo 9.2.34

Algoritmos Aproximados para
Problemas NP-Completo

e Para projetar algoritmos polinomiais para
“resolver” um problema de otimizacéao
NP-completo é necessario “relaxar” o
significado de resolver.

e Removemos a exigéncia de que o algoritmo
tenha sempre de obter a solucéo otima.

e Procuramos algoritmos eficientes que nao
garantem obter a solucao otima, mas sempre
obtém uma proxima da otima.

e Tal solugcao, com valor préximo da 6tima, é
chamada de solucao aproximada.

e Um algoritmo aproximado para um
problema II é um algoritmo que gera
solucOes aproximadas para II.

e Para ser util, € importante obter um limite
para a razao entre a solucao otima e a
produzida pelo algoritmo aproximado.
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Medindo a Qualidade da Aproximacao

e O comportamento de algoritmos aproximados
guanto A qualidade dos resultados (ndo o
tempo para obté-los) tem de ser monitorado.

e Seja / uma instancia de um problema Il e
seja S*(I) o valor da solugéo 6tima para I.

e Um algoritmo aproximado gera uma solucéo
possivel para I cujo valor S(7) & maior (pior)
do que o valor 6timo S*(1).

e Dependendo do problema, a solucao a ser
obtida pode minimizar ou maximizar S(I).

e Para o PCV, podemos estar interessados em
um algoritmo aproximado que minimize S(/):
obtém o valor mais préximo possivel de 5*(7).

e NoO caso de o algoritmo aproximado obter a
solucéo otima, entao S(I1) = S*(I).
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Algoritmos Aproximados - Definicao

e Um algoritmo aproximado para um problema
IT € um algoritmo polinomial que produz uma
solugéo S(7) para uma instancia I de II.

e O comportamento do algoritmo A é descrito
pela razdo de aproximacao

S(I)

Ra(l) = S+(1)’

gue representa um problema de minimizacéao

e NO caso de um problema de maximizacao, a
razao e invertida.

e Em ambos os casos, R4(I) > 1.
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Algoritmos Aproximados para o PCV

e Seja G = (V, A) um grafo nao direcionado,
completo, especificado por um par (N, d).

e N € 0 conjunto de veértices do grafo (cidades),
e d € uma funcao distancia que mapeia as
arestas em numeros reais, em que d satisfaz:

1. d(i,j) = d(j,i) Vi,j € N,
2. d(i,7) >0Vi,j € N,
3. d(i, j) +d(j, k) > d(i, k) Vi, j,k € N

e 12 propriedade: a distancia da cidade : até
outra adjacente j € igual a de j até i.

e Quando isso nao acontece, temos o problema
conhecido como PCV Assimétrico

e 22 propriedade: apenas distancias positivas.

e 3% propriedade: desigualdade triangular . A
distancia de : até j somada com a de j até k
deve ser maior do que a distancia de ; ateé k.
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Algoritmos Aproximados para o PCV

e Quando o problema exige distancias nao
restritas a desigualdade triangular, basta
adicionar uma constante k£ a cada distancia.

e Exemplo: as trés distancias envolvidas séao 2,
3 e 10, que n&o obedecem a desigualdade
triangular pois 2 + 3 < 10. Adicionando k£ = 10
as trés distancias obtendo 12, 13 e 20, que
agora satisfazem a desigualdade triangular.

e O problema alterado tera a mesma solucao
Otima que o problema anterior, apenas com o
comprimento da rota 6tima diferindo de n x k.

e Cabe observar que o PCV equivale a
encontrar no grafo G = (V, A) um ciclo de
Hamilton de custo minimo.
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Arvore Geradora Minima (AGM)

e Considere umgrafo G = (V, A), sendo V as n
cidades e A as distancias entre cidades.

e Uma arvore geradora € uma colecdo de n — 1
arestas que ligam todas as cidades por meio
de um subgrafo conectado unico.

e A arvore geradora minima ¢é a arvore
geradora de custo minimo.

e EXistem algoritmos polinomiais de custo
O(|A|log |V|) para obter a arvore geradora
minima quando o grafo de entrada € dado na
forma de uma matriz de adjacéncia.

e Grafo e arvore geradora minima
correspondente:
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Limite Inferior para a Solucao do PCV
a Partir da AGM

e A partir da AGM, podemos derivar o limite
Inferior para o PCV.

e Considere uma aresta (1, x2) do caminho
otimo do PCV. Remova a aresta e ache um
caminho iniciando em z; e terminando em z-.

e Ao retirar uma aresta do caminho 6timo,
temos uma arvore geradora que consiste de
um caminho que visita todas as cidades.

e Logo, o caminho 6timo para o PCV é
necessariamente maior do que o
comprimento da AGM.

e O limite inferior para o custo deste caminho
é a AGM.

° LogO, Otimopcy > AGM.
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Limite Superior de Aproximacao para
o PCV

e A desigualdade triangular permite utilizar a
AGM para obter um limite superior para a
razao de aproximacao com relacéo ao
comprimento do caminho otimo.

e VVamos considerar um algoritmo que visita
todas as cidades, mas pode usar somente as
arestas da AGM.

e Uma possibilidade é iniciar em um vértice
folha e usar a seguinte estratégia:

— Se houver aresta ainda nao visitada
saindo do vertice corrente, siga essa
aresta para um novo vertice.

— Se todas as arestas a partir do veértice
corrente tiverem sido visitadas, volte para
0 vertice adjacente pela aresta pela qual o
veértice corrente foi inicialmente alcancado.

— Termine quando retornar ao vértice inicial.
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Limite Superior de Aproximacao para
o PCV - Busca em Profundidade

e O algoritmo descrito anteriormente € a Busca
em Profundidade aplicada a AGM.

e Verifica-se que:
— 0 algoritmo visita todos 0s vertices.

— nenhuma aresta € visitada mais do que
duas vezes.

e Obtém um caminho que visita todas as
cidades cujo custo € menor ou igual a duas
vezes 0 custo da arvore geradora minima.

e Como o caminho 6timo € maior do que o
custo da AGM, entdo o caminho obtido é no
maximo duas vezes o custo do caminho
otimo. Caminhopcy < 20timopcy .

e Restricdo: algumas cidades sao visitadas
mais de uma vez.

e Para contornar o problema, usamos a
desigualdade triangular.
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Limite Superior de Aproximacao para
o0 PCV - Desigualdade Triangular

e Introduzimos curto-circuitos que nunca
aumentam o comprimento total do caminho.

¢ Inicie em uma folha da AGM, mas sempre
gue a busca em profundidade for voltar para
uma cidade ja visitada, salte para a proxima
ainda nao visitada.

e A rota direta ndo € maior do que a anterior
Indireta, em razao da desigualdade triangular.

e Se todas as cidades tiverem sido visitadas,
volte para o ponto de partida.

e O algoritmo constroi um caminho solucao
para o PCV porque cada cidade é visitada
apenas uma vez, exceto a cidade de partida.
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Limite Superior de Aproximacao para
0 PCV - Desigualdade Triangular

e O caminho obtido nao € maior que o caminho
obtido em uma busca em profundidade, cujo
comprimento € no maximo duas vezes o do
caminho otimo.

e Os principais passos do algoritmo sao:

1. Obtenha a arvore geradora minima para o
conjunto de n cidades, com custo O(n?).

2. Aplique a busca em profundidade na AGM
obtida com custo O(n), a saber:

— Inicie em uma folha (grau 1).

— Siga uma aresta nao utilizada.

— Se for retornar para uma cidade ja
visitada, salte para a proxima ainda nao
visitada (rota direta menor que a indireta
pela desigualdade triangular).

— Se todas as cidades tiverem sido
visitadas, volte a cidade de origem.

e Assim, obtivemos um algoritmo polinomial de
custo O(n?), com uma razdo de aproximagao
garantida para o pior caso de R, < 2.
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Como Melhorar o Limite Superior a
Partir da AGM

e No algoritmo anterior um caminho para o
caixeiro-viajante pode ser obtido dobrando os
arcos da AGM, o que leva a um pior caso para
a razao de aproximacao no maximo igual a 2.

e Melhora-se a garantia de um fator 2 para o
pior caso, utilizando o conceito de grafo
Euleriano.

e Um grafo Euleriano ¢é um grafo conectado no
gual todo vértice tem grau par.

e Um grafo Euleriano possui um caminho
Euleriano , um ciclo que passa por todas as
arestas exatamente uma vez.

e O caminho Euleriano em um grafo Euleriano,
pode ser obtido em tempo O(n), usando a
busca em profundidade.

e Podemos obter um caminho para o PCV a
partir de uma AGM, usando o caminho
Euleriano e a técnica de curto-circuito.
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Como Melhorar o Limite Superior a
Partir da AGM

e Passos do algoritmo:

— Suponha uma AGM gue tenha cidades do
PCV como vértices.

— Dobre suas arestas para obter um grafo
Euleriano.

— Encontre um caminho Euleriano para esse
grafo.

— Converta-o em um caminho do
caixeiro-viajante usando curto-circuitos.

e Pela desigualdade triangular, o caminho do
caixeiro-viajante nao pode ser mais longo do
gue o caminho Euleriano e,
consequentemente, de comprimento no
maximo duas vezes o comprimento da AGM.
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Casamento Minimo com Pesos

e Christophides propos uma melhoria no
algoritmo anterior utilizando o conceito de
casamento minimo com pesos em grafos.

e Dado um conjunto contendo um numero par
de cidades, um casamento € uma colecao de
arestas M tal que cada cidade é a
extremidade de exatamente um arco em M.

e Um casamento minimo é aquele para o qual o
comprimento total das arestas € minimo.

e Todo vértice € parte de exatamente uma
aresta do conjunto M.

e Pode ser encontrado com custo O(n?).
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Casamento Minimo com Pesos

e Considere a AGM 7' de um grafo.

e Alguns vértices em T’ ja possuem grau par,
assim nao precisariam receber mais arestas
se quisermos transformar a arvore em um
grafo Euleriano.

e Os Unicos vértices com gue temos de nos
preocupar sao o0s vertices de grau impar.

e Existe sempre um numero par de vértices de
grau impar, desde que a soma dos graus de
todos os vertices tenha de ser par porque
cada aresta é contada exatamente uma vez.

e Uma maneira de construir um grafo Euleriano
gue inclua T' é simplesmente obter um
casamento para os vertices de grau impar.

e Isto aumenta de um o grau de cada vertice de
grau impar. Os de de grau par nao mudam.

e Se adicionamos em 7' um casamento minimo
para os vertices de grau impar, obtemos um
grafo Euleriano que tem comprimento minimo
dentre agueles que contém 7.
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Casamento Minimo com Pesos -
Exemplo

(@)

() (d)

a. Uma arvore geradora minima 7'.

b. T mais um casamento minimo dos vértices
de grau impar.

c. Caminho de Euler em (b).

d. Busca em profundidade com curto-circuito.
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Casamento Minimo com Pesos

e Basta agora determinar o comprimento do
grafo de Euler.

e Caminho do caixeiro-viajante em que podem
ser vistas seis cidades correspondentes aos
vértices de grau impar enfatizadas.

—_ M
- M’

\_ Otimo PVC

e O caminho determina os casamentos M e M.
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Casamento Minimo com Pesos

e Seja / uma instancia do PCV, e Comp(T),
Comp(M) e Comp(M'), respectivamente, a
soma dos comprimentos de 7', M e M.

e Pela desigualdade triangular devemos ter
que: Comp(M) + Comp(M') < Otimo(I),

e Assim, ou M ou M’ tém de ter comprimento
menor ou igual a Otimo(1)/2.

e Logo, o comprimento de um casamento
minimo para os vertices de grau impar de T
tem também de ter comprimento no maximo
Otimo(I) /2.

e Desde que o comprimento de M € menor do
gue o caminho do caixeiro-viajante otimo,
podemos concluir qgue o comprimento do
grafo Euleriano construido é:

Comp(I) < gOtimO(l).
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Casamento Minimo com Pesos -
Algoritmo de Christophides

e Os principais passos do algoritmo de
Christophides sao:

1. Obtenha a AGM T para o conjunto de n
cidades, com custo O(n?).

2. Construa um casamento minimo M para o
conjunto de vertices de grau impar em T,
com custo O(n?).

3. Encontre um caminho de Euler para o
grafo Euleriano obtido com a unidao de 7' e
M, e converta o caminho de Euler em um
caminho do caixeiro-viajante usando
curto-circuitos, com um custo de O(N).

e Assim obtivemos um algoritmo polinomial de
custo O(n?), com uma razdo de aproximacgao
garantida para o pior caso de R, < 3/2.
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Algoritmo de Christophides - Pior
Caso

e Exemplo de pior caso do algoritmo de
Christofides:

AGM NV NV NV NV oL

e Neste caso, para uma instancia I:

o) = g[OtimO([) )

em que o Otimo(I) =11, C(I) = 15, e
AGM = 10.



